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MÉMOIRE 

SUR DIVERS POINTS D'ANALYSE 
Par Guillaume Libri. 

Lu dan* la Seanct du 14 juilUt i9ii. 



Introduction, 

Ce mémoire est divisé en cinq articles. Le premier a pour 
objet la transformation des fonctions. On sait que M. Fouricr 
a découvert des formules très- élégantes à l'aide desquelles 
ils obtient les expressions 

par les intégrales définies j mais il n'a pas encore démontré 
ses formules que nous connaissons seulement par la note 
qu'il a communiquée à M. Lacroix. Nous donnons ici des 
formules très-simples de transformation en sommant par le 
théorème de M. Parseval la série de Taylor, et nous trou- 
vons ensuite des formules qui représentent 



(*) Après aroir trouvé 00» formule* nous avons vu dans le i8. e cahier du 
Journal de l'école polytechnique un mémoire de H. Poiison, où cel illustre 



i 

Enfin on applique ces formules à la sériç de Lagrange 
et à d'autres exemples , et on donne une nouvelle expres- 
sion pour Zp(<). 

Lorsque on a l'équation différentielle 

dy=f(x)dx 
on cherche tout-de-suite 

mais pour que cette dernière intégration soit possible, il 
faut que l'intégrale 

F a) =o 

de la première équation soit telle que Ton puisse exprimer 
en termes finis la valeur de y en x tirée de l'intégrale 
particulière 

f °) = °* 

et alors on aura 

= f?(x)âx: 

si cela est impossible nous aurons fait une hypothèse trop 
bornée, et l'intégrale particulière de l'équation 

dj = f(x)dx 

devra être exprimée par une équation transcendante et on 



Auteur donne de* formules pour la transformation des fonctions ; cependant 
comme notre analyse et nos expressions sont très-différentes de celles de ce 
grand géomètre , oui sont fraie* seulement pour les valeurs réelles des varia- 
ble* tandis que les nôtres subsistent même lorsque la variable est imaginaire, 
«l que d'ailleurs celles-ci nous seront nécessaires dans le cours <le ce osé» 
«aoire , bous avons cru pouvoir les exposer ioi. 
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ne pourra pas intégrer en tonnes finis la formule J),(x)dx, 

quoiqu'on puisse intégrer l'équation 

dj = f (x) dx. 

C'est de ce principe que nous sommes partis pour dé- 
montrer dans le second article de ce mémoire qu'il y a 
des formules différentielles dont on ne saurait pas trouver 
l'intégrale en termes finis. 

Dans le troisième article nous donnons un développement 
nouveau du polynôme par lequel on obtient un coefficient 
quelconque sans recourir à ceux qui le précédent ; on a 
cherché long-tems ce développement, mais il nous semble 
qu'on n'avait pas encore trouvé une formule qui en mon- 
trât la loi par avance , cependant il était très-facile de 
l'avoir , et il n'y avait qu'à écrire à rebours la série qu'on 
obtient ordinairement. Nous appliquons la formule du po- 
lynôme aux diviseurs des nombres; nous obtenons les con- 
ditions de divisibilité, et, après avoir rapporté la relation 
découverte par Eulcr entre les sommes des diviseurs des 
nombres, nous en déduisons encore quelques nouvelles for- 
mules pour exprimer ces fonctions numériques. 

Les fonctions circulaires ont beaucoup de rapport avec 
l'analyse numérique: on eonnait les découvertes de M. Causs 
sur cet article. En parlant d'une propriété de l'équation 
x m — 1=0, remarquée d'abord par Lagrange, nous obte- 
nons dans le quatrième article une intégrale aux différen- 
ces qui exprime la somme des diviseurs d'un nombre: de 
là nous déduisons de nouvelles propriétés des nombres 
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premiers , et enfin nous réduisons nos expressions à des 
intégrales définies. 

Le cinquième article est consacré à la théorie des nom- 
bres en général. 

L'analyse numérique est tout-à-fait isolée des autres 
parties des mathématiques : ses méthodes sont très-particu- 
lières , et ne réussissent que dans très-peu de cas. Nous 
avons cherché à trouver une méthode générale et unifor- 
me qui renferme toutes les questions qu'on peut se pro- 
poser sur les nombres premiers. 

Lorsqu'on a une équation à résoudre en nombres ration- 
nels , le problème n'est indéterminé que pareeque on ne 
traduit pas en analyse les conditions nécessaires , et que 
l'on s'en tient à la première qui exprime les relations exi- 
stantes entre les variables: si toutes les conditions étaient 
exprimées , le problème serait toujours plus que déterminé 
puisqu'on aurait une équation de plus du nombre des in- 
connues : en eflet si l'équation à laquelle on doit satisfaire 
en nombres entiers est 

\* v * r > etc ) = ° 
on aura par la condition que jc, y, &, u etc. soient des 
nombres entiers 

sin. x~=o , 

sin. yiK=o , 

sin. z.r=:o, 

sin. uxssq, 

etc. 
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et les nombres des équations surpassera d'une unité" le 
nombre des' inconnues. 

Si Ton pouvait éliminer parmi ces équations toutes les 
autres variables, on aurait deux équations en x qui devraient 
s'accorder entre elles et qui nous donneraient la valeur de 
x cl par conséquent celles des autres inconnues ; niais 
comme cette élimination ne semble pas possible dans l'état 
actuel de l'analyse , il faut chercher à représenter les con- 
ditions nécessaires par une fonction unique qui soit la mê- 
me pour toutes les équations indéterminées en général sans 
qu'il soit besoin de connaître les coefficiens numériques: car 
il est certain que les solutions qu'on obtient sont des fon- 
ctions de ces coefficiens en général. 

Nous donnons pour cet objet des intégrales aux diffé- 
rences qui suffisent pour exprimer le nombre et la somme 
des racines entières d'une équation indéterminée quelcon- 
que , et comme par les formules de l'article second on peut 
trasformer les intégrales aux différences en intégrales défi- 
nies aux différentielles, on peut aussi représenter les so- 
lutions des équations indéterminées par des intégrales dé- 
finies. 

Nous terminons l'article cinquième en exposant une for- 
mule qui exprime exclusivement tous les nombres premiers 

La méthode dont nous donnons ici un léger apperçu 
fournit des formules très-générales pour la théorie des nom- 
bres , mais dans l'état actuel de la science elle doit pa- 
raître presque un objet de pure curiosité à cause des 
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grandes difficultés qu'on rencontre en voulant l'appliquer 
aux cas particuliers ; cependant comme c'est la seule qui 
ramène les questions d'analyse indéterminée à l'analyse al- 
gébrique , nous avons cru qu'il n'était pas tout-à-fait inu- 
tile de la faire connaître à présent, nous réservant à expo- 
ser dans un autre mémoire les applications et les per- 
fectionnement dont elle est susceptible. 

ARTICLE PREMIER. 
Formules générales pour transformer les fonctions. 

Étant données les deux suites 

t -zr + £ + elc - 

7-77 = 1 -+- — -+- - -+■ etc. 
y 

nous aurons par un théorème de M. Parseval 

K *^= P r*>^+f a ^etc. 



en intégrant entre les limites 

11=0 , u = n. 
Si l'on fait t'=l—x on obtiendra 

r(0= -,/( ^ , )^ 
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x étant une quantité qui doit s'évanouir d'elle-même et 
telle que <p (t) puisse être développée suivant les puissan- 
ces ascendantes de (/— x). Si donc l'on pourra développer 
cette fonction par les puissances de / l'on aura 

La transformation que nous avons obtenue et par laquelle 
on transporte les propriétés de la fonction à l'autre quel- 
conque <f (/) , peut servir à une infinité d'usages: cependant 
avant de l'appliquer il nous sera utile de l'exprimer par 
une double intégrale. 

En intégrant entre les limites «=o, k=— oo , l'on a 

/-* - ; 

et partant 

l-*-?[f -Krle e 
les intégrations étant effectuées entre les limites 



, , —00, 
» 



À l'aide de cette formule Ton aura 

r v=r \ (,^x,~^~)u -tue-r*-'/ —v.-y^'st 
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en intégrant toujours entre les limites 
m=o, /*= — œ. 

r=° > r= ff - 

On voit que dans les deux dernières formules nous avons 
omis les constantes. 

Les expressions que nous avons obtenues sont suscepti- 
bles d'une infinité d'applications. En considérant par exem- 
ple la formule 



2 



i.a.3...jt 

Ton poura résoudre l'équation 
et l'on aura 
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. = i A-A/ ^ M( ' rrJ * I "" r, " , % < - w ' n/ -v 

uey i - , z(z — i) 
_____ 



-f-i^e"^" 7 ^i-f.j:c~"- ry_ ') —«utT* 1 -' 
e e 



/dt. e* 

en intégrant entre les limites 



> 

«=-Qo 

i=0 , Z= — 00. 

Cette formule est beaucoup moins simple que celle trouvée 
par M. Parseval, mais nous l'avons donnée pour montrer 
comment on pouvait sommer la suite de Lagrange directe- 
ment avec nos formules. 

De même pour la série 



nous aurons 



s*. 



ia 

les intégrations étant effectuées depuis y*=o jusqu'à 
et depuis u=o , jusqu'à «= — oc. 

Il est inutile de multiplier ces exemples , et nous ter- 
minerons cet article en exposant une nouvelle expression 
de 2p(x) qui peut être utile quelque fois ; 




en intégrant entre les limites 



z—o , z— i , 
u=o , u=r. . 

ARTICLE SECOIVD. 

Sur t impossibilité d'intégrer quelques formules diffé- 
rentielles en termes finis. 

Si l'on cherche l'aire z de la courbe dont x étant l'ab- 
scisse , l'ordqnnée est exprimée par le rapport des deux 
intégrales définies 

f£. 

prises entre les limites m=o , m=— oo , on aura 




Digitized by Google 



i3 

nous démontrerons qu'il est impossible d' obtenir cette 
intégrale en termes finis, ainsi il faudra prendre l'équation 
différentielle 

/ • du 
m — e'c" 



f- 1 



en développant le second membre nous aurons 

dx Pé'du ' 

J * 

mais on sait d'ailleurs que 

perdu 



i .».3....n 



p e"du 



ou , ce qui est la même chose 

re m du 
n" ./ u-+' 
i.a.3....n r ^dû ' 

J H* 

donc en substituant ces valeurs nous aurons 

A . , aV" . 3V* n"e" 

H-e'H — h H = 1- cic 

dx i.» i.a.3 i.a.3....n 

et en intégrant 

^ aV* 3V* n— 

s =x-+-e*H 1 H h etc. 

i.a i.a.i i.a.3. . . . n 

Or celte dernière suite représente la valeur de z prise 
de l'équation 

z=x-he" 

par le théorème de Lagrange ; donc l'équation 



y " du 
u—e'tf 

a pour intégrale particulière 



s 

et puisque cette équation n'est pas résoluble par rapport 
à z . ou ne pourra pas intégrer la formule 

P du 

J\ r dueH i 

J u» 

en termes finis. On ne pourra pas même avoir la valeur de 

/ du 
u—e*er 
dx ~~ J*du£__' 

car si l'on avait 
de l'équation 

z=x-+-e Z 

nous déduirions 

£i i ^ ^ 

et partant 

ce qui est impossible. 

Si l'on ne peut pas avoir la valeur de 
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entre les limites «=o , «=— -oo , on ne pourra pas avoir 
le rapport de ces deux intégrales prises indéfiniment. Or 
je dis qu'il est encore impossible d'intégrer la formule 

y" du 
u— eV * 

car si l'on avait 

en développant de chaque côté par les puissances de e* on 
obtiendrait 

et partant 

d'où il s'en suivrai! 

r Ju 
F{ue*) _^ Ju— e*e" 

* J-—~ 

ce qui a été démontré impossible : donc il est impossible 
d'obtenir en termes finis la valeur de l'intégrale 

y n du 
u—Ae* 

étant A une constante arbitraire. 

Nous pourrions montrer plusieurs autres formules dont 
on ne peut pas trouver l'intégrale , mais qui donnent une 
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intégrale particulière étant traitées comme équations diffé- 
rentielles ; mais nous n'exposerons pas ces développera ens 
de notre méthode qui peut se rapprocher de la comparaison 
des transcendantes. 

ARTICLE TROISIEME. 

Du rapport qui existe entre le développement d'un po- 
lynôme et les diviseurs des nombres. 

Si l'on prend la différentielle logarithmique du poly- 
nôme 

( i -+-a , x-ha^x*. . . .-f-a„ x*-+- etc.)"=t-+-^ 1 ar-t-y/ > x , ....-»-y/ 1 ^r"-»-etc. 

et qu'on réduise au même dénominateur on trouvera 
A, — m a, 
2/f, = (m — i)a, A,-\rima % 
3A, =(/» — 2)a, A t -\-(im — iJa.i. + Smaj 

nA, = (m — (n— i -+- (2m — (n— a)^a,^ 4 -t-eic 

ces équations écrites ainsi ne laissent appercevoir aucune 
loi , mais en renversant Tordre des termes Ton aura 

^-((«-3)m-3)^^^=L^.ctc. 

et substituant les valeurs de 

-^xi A, .... etc. 
on obtiendra 
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-~ < T > Hfr"') — ) a 7<r'ï^k—~- — ~)V(^ t " 0 V W " <o ) 

H- ((n^)^)^(^^- , >^ , >-^->^ tc ) 

■+- ((n— f)m— 5„ -4- cic. 

Dans cette formule on reconnaîtra aisément la loi , puis- 
que le coefficient j3„ se forme en changeant « en v dans 
tous les termes précédens. 

On peut exprimer la valeur de A m par une forme sym- 
bolique assez concise , car on a 

en faisant jc=« après l'intégration , et posant 
• —y* 

pourvu que y\ soit censé être le terme (r-f- 1 )"* de la 
9uite représentée par celte intégrale où Ton a fait n=t\ 
Pour s'en convaincre nous observerons qu'on a 



=v-(^)4-'>-')t^(^>-^M ■• • • • 

n-(r«— t) m — ty^fy+tf+y* — \-yr\ . -4-ctc. 

et que si dans la dernière série on fait pour y les chan- 
gemens dont on a convenu on aura la valeur déjà connue 

+(r«- 3 >- a y^™^"'-^™^ etc . 

3 
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Il serait facile d'obtenir pour les nombres de Bernoulli 
et pour d'autres séries récurrentos des formes caractéristi- 
ques semblables à celle qu'on a trouvée ; mais nous nous 
écarterions trop de notre sujet en les exposant. 

Si l'on développe — selon les puissances de x on aura 



■ h-^,xhk*»** .... A^C-h etc. , 

où Â n sera l'unité ou zéro selon que — sera un nombre en- 
« "* 

tier ou fractionnaire: pour savoir donc si n est ou n'est 
pas divisible par m sans recourir à la division on devra 

chercher le coefficient de x" dans le développement de 
Pour cela il faut observer que puisqu'on a 

il en résultera 

A^= i -+-B,+B,+B t ; 
mais par le développement du polynôme qu'on a trouvé 
on obtiendra 

i i »\ ai t / »— 1» 1 a a i ai té 

—a ( — a — a ( — a) — etc. J— ....etc. 

a,^, étant le coefficient de x w dans la série 

i+x-kt»..-.. 
et par conséquent 
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m m »-• i » >■ » » < / m-S\ I > , i », , / 



(—a) — a ( — a — a( — ajj 

M I » — 1^ il ■ / 

— a (—a) 



— etc. 

— etc. 

— etc. 



En faisant usage de nos symboles nous pourrons dire 
que — sera entier ou fractionnaire selon que la valeur de 



n 
m 

la formule 



( où l'on doit intégrer par rapport à x et à n— x) est 
l'imité ou zéro. 

Euler multiplia par l'équation 



4-ctc. 



oh Jn représente la somme des «Uviseurs de n , et ayant 
intégré il obtint 

— p 1 — = log. jfi— dgjff— x^f*— **>...(i— xV....-etc J 
et puisque 



fi— «Jfi-cfjfjt— «*JU(1««* 
il eut 
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rH+x> fl+x> *^-g*»-7*'-±î(3»-±»)*J. etc. 

J J J J 3»»±» 

■ 

1 — x— x'-**x*+xi...-±x etc. 

« d'où en réduisant au même dénominateur il trouva 

en observant que lorsque» est de la forme îî^f on doit 
faire le dernier \ermcj(n--n)=sn. 

Si au lieu de réduire au même dénominateur on déve- 
loppe le polynôme 

( . ^ f 

M— ^ — x* -»-x 7 rfcx etc./ 

on aura 

- 7 J— (-*.-a,r-«.))--etc. j 

•" • • • • • • - . . . 



etc. 



étant le coefficient de jc"~" dans la série 
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i —x — x*-4-x 5 -4-x 7 ....:±:x etc. 
On peut de la môme manière obtenir cette relation assez 
simple 

fm=N{m- 1 >4.^V(m-2)-5iV(m-5)^ 7 7V(m_ 7 ) riz (^) A (m_ 3 -^) 

etc. 

N (m—n) étant le nombre des solutions entières et posi- 
tives de l'équation 

= J. -»-3rï -+"lr, -K'"— 



ARTICLE QUATRIEME 

Démonstration de quelques expressions des diviseurs 
des nombres par les intégrales. 

On démontre aisément que la somme des puissances n m " 
des racines des équations 

x — 1=0 , x* — 1=0 , x' — issso , . . . . x" — r=o , 
est égale à la somme des diviseurs de n : donc en expri- 
mant ces racines en fonctions circulaires on aura 



pv=.\ 

cos j -+-V— i sm yJ +^C08 y+y_, s»n j j 



/ a(*i— i) — .. i) y 

-^cos — - — »r-f-y_i sm —— — • n \ 



/ 



Digitized by Google 



2a 




en intégrant entre les limites x=i , x=n. 



L'expression 2 



anjtV — i 

e — i 



a.nxV—i 



e ' — i 
peut se transformer en 

su»* , — 

s(i.- ) 

en faisant jr=x après la première intégration , et en ef- 
fectuant la seconde entre les limites ar=i , x=n. 

Si l'on ôte les imaginaires de cette dernière formule, et 
qu'on représente par un seul 2 l a double intégration on 
aura 

ri= n-f- Z cos — — — . 

On peut démontrer d'une manière semblable que si 9(k) 
est le nombre des diviseurs de n on obtiendra entre les mê- 
mes limites 

■ 

*(«)= i+Z^ cos 

Il résulte de ce que nous avons trouvé que lorsque m est 
un nombre premier on a les équations 

2 COS — — 3=1, 
X 

I imyn 

2 - cos —+—xzi t 

X X 



/ 
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qui cessent d'être vraïe9 lorsque m est un nombre composé. 

On peut transformer ces expressions en intégrales défi- 
nies à l'aide des formules de l'article premier, et on aura 




en intégrant entre les limites 
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Pour trouver/» et t(hj ou peut encore paitir Vautres 
principes. Si l'on fait 
2 i-V" ^-M.a-^aM-^ia' etc. 

2 ^^ll, = i -irBfl^-B^^-B^ -4--B.a"-H etc. 

on aura 

les valeurs de A K et de 5, peuvent se trouver aisément par 
les formules de l'article premier. Les deux fonctions \ («) 

et Jn peuvent être données encore par une équation aux 

différences j mais ce n'est pas ici le lieu d'exposer ces dé- 
tails. 

ARTICLE CINQUIÈME. 

Exposition d'un principe général qui renferme toute la 
théorie des nombres. 

Etant donné une équation à résoudre en nombres ra- 
tionnels , on peut toujours la préparer de manière que 
tous les nombres qu'on cherche doivent être entiers et po- 
sitifs et que les coefficiens soient entiers ; on peut faire 
de même abstraction des valeurs des inconnues égales à 
zéro , car on peut toujours les trouver séparément. Cela 
étant nous représenterons par 
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9 (x , y , * . . . . etc.) 
une équation quelconque préparée à notre manière. 

Si dans cette équation on substitue pour or, z . . . etc. 
tous les nombres entiers depuis zéro jusqu'à l'infini , en 
faisant toutes les combinaisons possibles nous aurons toutes 
les solutions de la proposée , mais comme on ne peut 
pas faire toutes ces combinaisons, on ne pourra pas savoir 
si elle est ou n'est point résoluble. Le problème est donc 
réduit à ce-ci. Étant donnée la fonction 

? ( X > X » Z ' • ' ' elC> ) 

trouver combien de fois elle a été zéro en donnant à x, 

X* z e,c - toutes les valeurs entières comprises 

entre zéro et l'infini. 

Pour parvenir à notre but il faut chercher une telle 
fonction de 

? (x, X> * clc - ) 

que les valeurs qui s'obtiennent lorsque 

? (*> X> *- e| c- ) 

n'est pas zéro soient incomparables avec celles qui résul- 
tent de 

9 (x , y , z etc. ) = o 

de sorte que les unes soient distinguées des autres d'une 
manière sûre. Cela peut s'obtenir de plusieurs manières 
que nous allons exposer en observant auparavant que si 
lorsqu'on cherche des nombres entiers on peut résoudre le 
problème par approximation , ce sera la même chose que 
de l'avoir résolu exactement, car il suffit de nous appro- 
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cher de manière que la différence soit plus petite que \ pour 
connaître le nombre cherché. 
Étant donnée la formule 

—afx+yt-i ■+• etc. ; , 

o 

si nous prenons pour 9 , y » * etc. tous les nom- 
bres entiers 

i,2,3 etc. v 

jusqu'a l'infini , nous pourrons exprimer ainsi la somme 
des infinies séries qui en résultent 

Se - ". Se"* J . Se""".. ..etc. 
en intégrant entre les limites 

je — y — *Zi . . . . etc. — 1 
x=j'=z .... etc. ss 00 
et n étant le nombre des inconnues l'on aura 

2 c~" 2 c~"' jr 2 e~" .... etc. = ^r"^tî 
où en faisant a trés-grand la valeur de 

sera très-petite. Si au lieu de 

2 e—* 2 e—/ 2 e—* etc. 

on a 

2 é~ À " 2 € m + a 2 e~ Amt etc. 

A étant un nombre entier variable fonction de x,j*,z>. .. etc., 
il est certain que la valeur de ces intégrales diminuera à 
moins que A ne devienne zéro, car dans ce cas l'on trouvera 

e- À " =e°=i 
et la valeur de l'intégrale augmentera. Donc 

Jf=lf 
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étant très-petit, la valeur de 

2 e-*"* 2 e-"' San* - .... etc. 
représentera à très-peu-près le nombre de fois que A est 
devenu zéro ; et comme ce nombre est un entier , ou cher- 
chera le nombre entier le plus proche de la valeur de 

Se-'" 2e~^ 2 e-*» .... etc. 
et l'on aura le nombre de fois que A a été zéro. La fon- 
ction 

2 e — eic.)q(j-;j-,-- ■■ etc.) 

est telle que chaque fois que l'équation 

f {X , jr , « etc. ) = o 

sera satisfaite l'on aura l'unité , et la somme de toutes les 
autres valeurs sera moindre que 

Donc l'on aura ce théorème. 

» Le nombre des solutions de l'équation 

» ? , Xi z ctc - ) ~ 0 

» est représenté par le nombre entier moindre le plus 

» proche de 

2 c — a ( x ~ t ~J r ~'~ z cKc -) ♦ 1 etc ^' 

» en intégrant entre les limites 

m x=y=.z etc. = i , 

» x=r=z, etc. = oo. » 

Si l'on voulait , par exemple le nombre des solutions 
entières et positives de l'équation 

Ax m -h Bf+- Cz r = o , 
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on aurait à intégrer la formule 
entre les limites x=y= 



Si l'on faisait dans celte expression 

/)l=«r=r>2 

J=B=-C=i 

nous serions dans le cas du théorème de Fermât , qui 
serait démontré si l'on pouvait prouver que la valeur de 
la formule 

n'est point inGnic. 

En réduisant à ces formules un théorème que nous avons 
démontré pour la première fois ailleurs. 

» Qu'un nombre entier est toujours la somme de six 
m cubes entiers d'une infinité de manières » 
nous aurons que la valeur de la formule 

en intégrant entre les limites 
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jr=jr=jr=J — x — x =oo , 



est toujours infinie pourvu que n soit un nombre entier 
quelconque. 

Nous avons de cette manière exprimé le nombre des 
solutions de l'équation 
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? , T , z etc. ) = o ; 

mais pour la résoudre cela ne suffirait pas même si l'on 
pouvait intégrer les formules que nous avons obtenues, et 
il faut chercher encore quelque autre fonction de x,^, z ...etc. 
qui puisse nous servir à trouver les valeurs des inconnues : 
à cet objet cherchons la somme des valeurs de x par les- 
quelles l'équation 

? ( * > r » * clc - ) = ° 

est satisfaite. La valeur de la formule 

en intégrant entre les limites 

x~^y^2>*» • • • • • i 

XsszyssZ =00 

représente à très-peu-près la somme des valeurs dex qui 
satisfont à notre équation. 

Lorsque le problème a un nombre limité de solutions 
la méthode que nous avons exposé, suffit pour les repré- 
senter toutes , mais si l'équation proposée peut être résolue 
d'une infinité de manières , il ne sert à rien de connaître le 
nombre et la somme des racines qui sont deux quantités 
infinies. Dans ce cas il faut recourir à d'autres moyens. 
On peut par exemple chercher la valeur de l'intégrale 

2 e — ..^.eic.Jpfx^i etc./ 

prise entre les limites 



3o 

h étant un nombre très-grand : on s'appercevra si quelque 
solution est comprise entre zéro et n ; s'il n'y en à pas , 
on cherchera la valeur de la même formule en intégrant 
entre les limites 

x=j=z =u 

,» 



et ainsi de suite jusqu'à ce que on ait obtenu quelque 
solution , ce qui ne tardera pas à arriver 

n , n*, n' etc. 

étant des nombres très-grands et le nombre des solutions 
étant inûni. 

Cette méthode a le défaut de ne pas montrer combien 
de tentatives il faut faire pour obtenir une solution. 
La fonction 



i 
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où Ton doit intégrer entre les limites 
V— 2 * =' 



est moindre que 

p étant le nombre des inconnues , si Véquation 

<p ( * » r » * etc * ) — ° 

n'est point résoluble ; elle est inûnie lorsque cette équation 
a quelque solution. 
Ainsi lorsque 

<p {X,y, » ..etc.) as o 
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a une infinité de solutions , l'on pourra chercher l'expres- 
sion de la fonction 

2 1 , 

«V 1 ' * (•»"» j% * elc ) 

en intégrant entre les limites 

jr=j=z =i 

—n t 

et déterminant n par l'équation 

i 



2 



mais cette équation sera impossible à résoudre. 

On peut chercher encore le nombre des solutions do 
l'équation 

C ( *j / » ~ elc . ) = o 

par la formule 

2 j/tf-r^s elc.)' — I 

en intégrant entre les limites 

x—y—~ etc.= i 

x=y=x, etc=oc , 

car en réduisant la valeur de l'intégrale à la forme 

B sera exactement le nombre des solutions de l'équation 
proposée. . 

Avec les formules que nous avons indiquées on peut ré- 
préscnler les fonctions numériques les plus transcendantes; 
mais il convient quelque fois de recourir à des expressions 
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plus simples ; par exemple la formule 

/ , - „ . i.3.4....(/»— . /i.».3...(/>— i>-f-iv 

sina — 0-» -1 jir-t-sm^ — — jn 

sin ( — ^ — r 

représente exclusivement tous les nombres premiers comme 
il est facile de s'en persuader. 

On pourrait joindre ici beaucoup d'observations sur les 
diviseurs des nombres et les nombres premiers , et mon- 
trer que leur théorie est renfermée dans celle des fonctions 
circulaires ; mais il suffit à présent des apperçus que nous 
avons donnés dans l'article quatrième et dans celui-ci , et 
nous nous reservons à une autre fois de reprendre ce sujet 
et de montrer comment on peut lier nos idées avec les 
découvertes que M. Causs a exposées dans ses Recherches 
Arithmétiques et dans les Commentaires de Gottingue. 



